Der waagerechte Wurf einer Kugel (Massenpunkt) im Labor folgt zeitlich
der dargestellten Bahnkurve. Die Orts- oder Bahnkurve wird dargestellt
im zweidimensionalen Ortsraum (Konfigurationsraum), aufgespannt durch
ein rechtwinkliges, orthogonales Koordinatensystem (OKS) .

Die markierten Punkte zeigen den mit einer Stroboskopkamera in gleichen
zeitlich Abstande (x-Richtung) belichteten Kugel. Alle 0,2 Sekunden wird
der Massenpunkt in seiner Lage (Koordinaten) sichtbar gemacht.

Der Kurvenverlauf kann durch ein Uberlagerung einer gleichférmigen
Bewegung in x-Richtung und einer gleichmaRig beschleunigten
Bewegung in negativer vy-Richtung mathematisch ermittelt und
geometrisch dargestellt werden.

Der zeitliche Verlauf einer (nur) vertikalen gleichmaldigen beschleunigten
Bewegung (linke Strobuskopaufnahme) stimmt mit der vertikalen
Komponente der Wurfkurve uberein. D.h., zwei unabhangige Kugeln
durchlaufen gleichzeitig gestartet die senkrechte und die waagerechte
Fallbahn und sind jederzeit auf gleicher Hohe und kommen gleichzeitig auf
dem Boden an.

Daraus folgt: Die beiden Bewegungen sind unabhangig voneinander.



@® Stroboskopaufnahme einer
gleichférmige gradlinige
horizontalen Bewegung

x(t)=v t=1m/s -t

+

® Stroboskopaufnahme einer
gleichmalig beschleunig-

ten vertikalen Bewegung
y(t):yo—%-tzz 10m—12—0m/sz-t2

© Stroboskopaufnahme eines
waagerechten Wurfes im
Schwerefeld der Erde
(negative y-Richtung

y(t)=y,— 9 x2=10-5-x2
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2
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Die Unabhéhgigkeit der beiden Bewegungen erlaubt die

..........................................

| : dlgkelt vV, aus der glelchformlgen Horizontalbewegung
R e e i, & - X(t) und- dJey-Komponente v, aus der vertikalen
' ! ! beschleunlgten Bewegung y(t) des Massenpunktes.

“» ! 5 X(t)=v,-t =1m/s -t
| ' y(t)=y,—g-t‘’=10m-5m/s’-t’

Au$ den Zéit—Weg—Funktionen wird jede Geschwindig-
keitskomponenten durch Differentiation einzeln ermit-

telt zu | . Ax(t) dx(t) .
S _____q:__________i:_____vx(t)—hm At - gt XV
N . b L vy(t)zhmAy(t):dy(t)zyz—g-t

. ! At dt
:Geschwindi:gkeit v [m/s}

Fur célen Zeitpunkt t,=0,2s ergeben sich eine

0i0 05 10 o
I ¥ 5.&; ____________________ horizontale konstante Geschwindigkeit
T | : 5 Vi (t, } v.=1m/s und eine linear veranderliche
=gyl L5 B vertikale Geschwindigkeit von V,(t|)=—g-t,=—2m/s
S | § E | Die Geschwindigkeitvektoren
| . ; . SR SR . S geben im Ortsdiagramm die
y S g[z] o O zum Zeitpunkt t; gehorende

momentane Richtung an. lhre
Langen werden nach einer
eigenen Skalierung/Maleinheit
im gleichen Maldstabsverhaltnis

..............................................

r T | )
| | | \ > (x/y) eingetragen.



‘Ausschnitt der Bahnku
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Ermittlung und Darstellung der Orts-Zeit-Funktion mit Hilfe des
Vektorkalkull

Die Ort-Zeit-Funktion wird in der zweidimensionalen Ebene (z.B. waagerechter Wurf) durch die Vektorfunktion
beschrieben. F:F(t)z(x(t>)

y(t)
Die Zeit als Parameter. Jedem Ortspunkt {x(t) | y(t)} wird ein Zeitpunkt t zugeordnet. Dargestellt wird die Ortskurve (z.B.

Spur einer waagerecht geworfene Kugel im Schwerefeld) in der zweidimensionalen Ebene. Die zeitliche Abhangigkeit wird
durch Zeitmarken (sogen. Stroboskoppunkte) auf der Spur des Ortskurvenverlaufs dargestellt.

Beispiel:
* Ortskurvenverlauf beim waagerechten Wurf (Ausschnitt).
« Zwei Zeitmarken P1(0,2 | 9,8) und P2(0,4 | 9,2) sind eingetragen.
» Die Vektorfunktion
Die Komponenten x(t), y(t) sind gegeben durch:

x(t)=v -t gleichformig gradlinige Bewegung

y(t):yo_%t2 gleichmafig beschleunigte Bewegung

v, -t
F)=( g ..)
YO_E't
F(t)=(%2mM F(t,)=(04m)

9.8m 9.2m



Ermittlung und Darstellung der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion mit Hilfe des
Vektorkalkull

Ein heuristischer Ansatz:
Es wird zurtckgegriffen auf die eingeflihrte Definition fur die Geschwindigkeit auf gerader Strecke. Sie ist festgelegt durch
einen Differentiationsprozess der Ort-Zeit-Funktion x(t) einer gradlinigen Bewegung.

v=lim A% _dX(t) _ o1yt
at—o At dt

Der infinitesimale Ubergang erlaubt es eine Momentangeschwindigkeit einzufiihren.

Da die Komponenten x(t), y(t) in der Vektorfunktion unabhangig voneinander sind, kann der Differentiationsprozess auf
die Vektorfunktion als Ganze angewendet werden, indem die Komponenten einzeln dem obigen Differentiationprozess
unterworfen werden.

Ax(t) dx(t)

- lim -
s Ar(t) Ao A x(t) a0 At dt \_ x(t),_34_dr(t)
ViO=lim = = im ae V= Im A )T . ayit) lay )=yt T YT at

At —0 At dt

Fur die beiden Bewegungstypen (gleichférmige gradlinige Bewegung und gleichmafig beschleunigte Bewegung) ergibt
sich die Vektorfunktion fur die Geschwindigkeit

F(t,=02s)=("1m/S) 1 Ft,—0.4s)=(*IM/S)
—2m/s —4m/s
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Orts-Zeit-Funktion mit

Durchschnittsgeschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit

Zeitpunkt t,
Stroboskop

Die Bewegung einer waagerecht

abgeschossenen Kugel wird mit einer

Stroboskopkamera aufgenommen. Im
Ortspunkt zeitlichen Abstand von 0,1 Sekunden
P.(0,2]9,8) erfolgt das An- und Abschalten eines
Lichtblitzes. Die Positionen dieser
Momentaufnahmen, bezogen auf ein
Koordinatensystem, markieren die
Spur der die Kugel in Raum (Ebene)
und Zeit (Stroboskoppunkte) folgt.
Die Spur zeigt das raumlicher
Verhalten und die Stroboskoppunkte
das zeitliche Verhalten der Bewegung
(hier waagerechter Wurf im
senkrechten Schwerefeld der Erde.

Ortspunkt

P,(0,4]9,2)
e \ x [m]
5 >

29

0.1

0.2 0.3 0.4 & [S]

0.1

0.2 0.3 0.4



Orts-Zeit-Funktion mit
Durchschnittsgeschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit

4 y [m]
il A Die Ortsvektoren r beginnen im
Nullpunkt eines festgelegten
Koordinatensystems und zeigen auf
e Ortspunkt den Koordinatenpunkt der Spur (hier
P.(0,2]9,8) P1(0,2|9,8) und P2(0,4|9,2))
g Zeitpunkt t,
Stroboskop
87
B |
95.
a Ortsvektor, I, =T (t,)
93]
8z 2
| OﬂspunKt
81, Ortsvektor  F,=r(t,)- P,(0.419.2)
; ; x [m]
i ? o
0.1 0.2 0.3 0.4
; ; \ [s]

0.1 0.2 0.3 0.4
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Orts-Zeit-Funktion mit
Durchschnittsgeschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit

Die Ortsvektoren I' beginnen im

Nullpunkt eines festgelegten

Koordinatensystems und zeigen auf
Ortspunkt den Koordinatenpunkt der Spur (hier
P.(0,2]9,8) P1(0,2|9,8) und P2(0,49,2))

Zeitpunkt t,
Stroboskop

Der verschiebbare Differenzvektor AT
ergibt sich aus der Subtraktion zweier
Ortsvektoren

und beschreibt die Richtung und den

Abstand zweier Punkte auf der Spur
der Kurve im Raum.

Verschiebbarer
. Differenzvektor

Ortsvektor, I, =T (t,) - Ar=r,-r,

| OﬂspunKt
Ortsvektor I, =T (t,) - P,0.4]9,2)

x [m]

0.1 0.12 0.3 04 \ [S]

0.1 0.2 0.3 0.4



Orts-Zeit-Funktion mit

] Durchschnittsgeschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit
gy

10

Gerade-imRaum-T-=r+AAT Die Ortsvektoren I' beginnen im
71 Nullpunkt eines festgelegten

Koordinatensystems und zeigen auf
Ortspunkt den Koordinatenpunkt der Spur (hier
P.(0,2]9,8) P1(0,2|9,8) und P2(0,4(9,2))

29|

o Zeitpunkt t,
Stroboskop

Der verschiebbare Differenzvektor A
ergibt sich aus der Subtraktion zweier
Ortsvektoren

und beschreibt die Richtung und den

Abstand zweier Punkte auf der Spur
der Kurve im Raum.

ar

o |

Verschiebbarer
. Differenzvektor

Ortsvektor, I, =T (t,) - Ar=r,-r,

a5

Eine entsprechende
Parameterdarstellung des
Differenzvektors

F,=f +A-AF
beschreibt eine Gerade im Raum.

o4

93]

9z |

OﬂspunKt

a1 Ortsvektor I, =T (t,) P,0.4]9,2)

89

0.1 0.2 0.3 0.4
- At >
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Orts-Zeit-Funktion mit

Durchschnittsgeschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit

Ortspunkt
P.(0,2]9,8)

Stroboskop 2 ’ } s
o
| >
| a
>
o
Ortsvektor } 2‘

- - _ /0.2 Verschiebbarer
r= r(tl)_(9 8) . Differenzvektor

’ AF=r,-F=(T

OrtspunKt
Ortsvektor :
g1 ] - _S\f tOI' . 0,4 P2(0,4 | 9;,2)
r=r(t)=(") |
9,2 | x [m]

Ortspunk 3 i >
Po(010) 0.1 0.2 0.3 0.4
29
0.1 0.2 0.3 0.4
- At >

Die Ortsvektoren I beginnen im
Nullpunkt eines festgelegten
Koordinatensystems und zeigen auf
den Koordinatenpunkt der Spur (hier
P1(0,2|9,8) und P2(0,4|9,2))

Der verschiebbare Differenzvektor A
ergibt sich aus der Subtraktion zweier
Ortsvektoren

und beschreibt die Richtung und den

Abstand zweier Punkte auf der Spur
der Kurve im Raum.

Eine entsprechende
Parameterdarstellung des
Differenzvektors

F,=f +A-AF
beschreibt eine Gerade im Raum.

Die gerichtete GrolRe kann zur
Approximation des Kurvenverlaufes
genutzt werden und durch Bezug auf
die Zeiteinheit als vektorielle Grof3e
der Geschwindigkeit (Durchschnitt-
geschwindigkeit) definiert werden.

t o
\ 1°] (vy=Br_(+1

At -3



Orts-Zeit-Funktion mit
Durchschnittsgeschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit

Will man die Geschwindigkeitsvektoren in

AY [m] das Ortsdiagramm einzeichnen, braucht
man ein zweite Skalierung der Achsen flr
= die Komponenten der Geschwindigkeit.
Das Achsenverhaltnis dieser Skalierung
muss die gleiche sein, wie die
@ ;
] ; Zeitpunkt t, Ortsskalierung v [m/s]
- Strobosk
98 | Ortspunkt joitisﬁri 777777777777777777 100 ‘1 2 50
P0.219,8) P\ Ax=x,-x, = +0,2 i
| | ©
§ < E alier, 2
. = 9.5 +
" ~ X U/ZQ 47.5 %
B | >
>
a5 9 1 45
' 0.0 0.2 0.4
> _ =02 ‘ X[m]
94| r1_r(t1)_(9 8)
’ dr _ +1,, PR Momentan-
g3 dt _(—2)’ dt=t,.—t, geschwindigkeit
7 , > in m/s
| | (T1); At=t,, —t
-« At=t. —t > At 2,5 At Durchschnitts-
# i | geschwindigkeit
; Ar _ +1,. _ -
! Ortspunkt At =("2); -At=t,—t in m/s
a1 - o 0.4 P,(0,4]9,2) -3
i F,=t (t,)=("% ;
punkt 2 92
/010) ’ x [m]
: ‘ - Die Momentangeschwindigkeit
0.1 0.2 0.3 0.4 t definiert sich als punktuelle
29 | | [s] Geschwindigkeit aus dem
] 0.1 0.2 03 0.4 Grenzibergang der Folge der

At:t.z—tl > Duchschnittgeschwindigkeiten.
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