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1 Vektoren, Geschwindigkeit und Beschleunigung

1.1 Skalare und Vektoren

Verschiedene Grolien in der Physik, wie zum Beispiel die GrundgroRen Lange, Masse und
Zeit, konnen im Rahmen der Newtonschen Mechanik durch eine einzige reelle Zahl spezifiziert
werden. Diese Zahl kann dabei von dem Einheitensystem abhéngen, in dem wir die Messung
vornehmen. Solche Grolien bezeichnen wir als Skalare. Ein Skalar wird durch einen Buchstaben
angegeben, z. B. fir die Zeit ¢ und flr die Masse m.

Andere GroRRen in der Physik wie die Ortsangabe oder die Geschwindigkeit bediirfen zu ih-
rer vollstandigen Spezifikation der Angabe eines Betrages und einer Richtung. Solche Grofien
nennen wir Vektoren und kennzeichnen sie durch einen Pfeil iber den Buchstaben, um die
Bedeutung der Richtungsangabe hervorzuheben. So schreiben wir beispielsweise fir den Orts-
vektor 7, firr die Geschwindigkeit @, fur die Beschleunigung @ und fur die Kraft F oder K. Fir
den Impuls schreiben wir p'und fir den Drehimpuls L. Ein Vektor verbindet zwei Punkte, z. B.

Qy

A

Den Betrag oder die Lange eine Vektors bezeichnen wir mit |&| oder a.

Wir wollen nun die einfachen Gesetze der Vektoralgebra behandeln.

1. Zwei Vektoren @ und b sind gleich, wenn sie den gleichen Betrag und die gleiche Rich-
tung aufweisen unabhdngig von ihrem Anfangspunkt. So haben auch zwei Autos die glei-

Q|
I
(@y)

chen Geschwindigkeitsvektoren, wenn sie in die gleiche Richtung fahren mit dem glei-
chen Betrag der Geschwindigkeit. Dies ist bedauerlicherweise ein hdufiges Vorkommnis,
wenn zwei LKW versuchen, sich zu tiberholen. Alle gleichlangen und gleichgerichteten
Strecken sind gleichberechtigte Darstellungen des selben Vektors.
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2. Einen Vektor, der die gleiche Lange wie der Vektor a aufweist, aber in die entgegenge-
setzte Richtung zeigt, bezeichnen wir mit —d.

Wir behandeln nun einige elementare Rechenregeln bezuiglich Vektoren. Wir beginnen mit der
Addition von Vektoren. Zwei Vektoren @ und b werden addiert, indem man durch Parallelverschie-

a

bung den FuBBpunkt des einen \Vektors b mit der Pfeilspitze des anderen Vektors @ zur Deckung
bringt. Der Summenvektor @ + b beginnt am FuBpunkt von @ und reicht zur Spitze von b.ai+b
entspricht der Diagonalen des von a@ und Eaufgespannten Parallelogramms. Fir die Vektorsum-
me gilt die

|. Kommutativitat

i+b=b+a (1.1)

1. Assoziativitat

@+b)+c=d+(B+7) (1.2)

Wiederum Uberzeugt man sich aufgrund einer graphischen Veranschaulichung sofort von der
Richtigkeit dieser Behauptung.



)

Die Differenz zweier Vektoren @ und b oder die Vektorsubtraktion ist definiert als

-

i—b=a+(-b) . (1.3)

Subtrahiert man @ von sich selbst, so ergibt sich der Nullvektor

d@—d=0. (1.4)
Der Nullvektor hat den Betrag 0; er ist richtungslos. Fur alle Vektoren gilt
i+0=a. (1.5)

Unter dem Produkt pd eines Vektors @ mit einem Skalar p, wobei p eine reelle Zahl ist, versteht
man einen \Vektor, der die gleiche Richtung aufweist wie @ und den Betrag

lpd| = [p| - |d (1.6)

hat.

o
g/

Hierbei gilt das Distributivgesetz, d. h.

(p+q)d =pd+qd,
p(@+b) = pd + pb, (1.7)
sowie das Assoziativgesetz
q(pa) = p(q@) = gpa. (1.8)



Ein Einheitsvektor ist ein Vektor mit der Lange 1. Aus jedem Vektor @ 463t sich durch Multipli-
kation mit dem Kehrwert seines Betrages ein Einheitsvektor €, in Richtung von a konstruieren.

1
€, =—0a (1.9)
a
und damit auch
ad=aé, (1.10)
mit
6, =2 =1. (1.11)
a

Einheitsvektoren werden in der Regel mit den Buchstaben & oder 7 bezeichnet. In der engli-
schen Literatur findet man vielfach auch die Bezeichnungen 7, 7 und k. Eine andere haufige
Bezeichnung ist beispielsweise 7.

Wir fassen die Gesetze der Vektoralgebra zusammen

1. Gg+b=b+a Kommutativgesetz der Addition

2. @+b)+c=d+(B+7) Assoziativgesetz der Addition

3. plgd) = (pg)d=q(pd) Assoziativgesetz der Multiplikation
4. (p+q)d =pd +qd Distributivgesetz

5. p(@+ 5) = pd + pb Distributivgesetz

Bislang haben wir Ortsvektoren als einen Spezialfall der Vektoren diskutiert. Der Zusammen-
hang mit dem abstrakten mathematischen Vektorbegriff ist leicht herstellbar. Die Gesamtheit
der Vektoren bilden einen linearen Vektorraum V' tiber dem Korper der reellen Zahlen R.. Es
werden die folgenden Axiome erfullt:

I) Zwischen zwei Elementen @, b € Visteine Verkniipfung (Addition) definiert
i+b=5¢eV (1.12)

mit



1) @+b0)+é=a+(b+7) (Assoziativitit)
2) Nullelement: @+ 0 = @ fir alle @

3) InverseS' Zujedemd € V gibtesein (—d) € V,so daf gilt
+ (=) =0,

@) =
4) i+b=">0

+dad (Kommutativitét)

I1) Multiplikation mit Elementen ¢, 5, .. € R:
a € Rod e V=ai €V

mit
1) (e + B)d = ad+ pa,
a(@+b) = od + ab, (Distributivitit)
2) a(pd) = (ap)d (Assoziativitat)

3) Es gibt ein Einselement 1, so dal3 gilt
l-d=a furallead € V.

1.2 Skalarprodukt von Vektoren

Wir haben bisher die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren betrachtet. Jetzt wenden wir uns
der Multiplikation von Vektoren zu. Hierbei werden wir zwei unterschiedliche Typen von Pro-
dukten von Vektoren kennenlernen, das Skalarprodukt (inneres Produkt) und das Vektorprodukt
(&uReres Produkt).

Als Skalarprodukt (inneres Produkt, Punktprodukt) zweier Vektoren @ und b bezeichnet man
den folgenden Skalar:

@-b=abcosd, (1.13)

wobei ¥ den Winkel zwischen den Vektoren & und & kennzeichnet.

¥ =3 (@hb)
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Anschaulich handelt es sich um das Produkt aus der Lange des ersten Vektors mit der Projektion
des zweiten Vektors auf die Richtung des ersten. Offensichtlich gilt

d@-b=0, (1.14)
falls 1) a = 0 oder (und) b = 0
oder 2) 9 = /2.

-

Basierend auf dieser Einsicht bezeichnen wir zwei Vektoren @ und & als orthogonal (@ L b)
zueinander falls @ - b = 0

Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts betrifft den Betrag eines Vektors. Wegen
cos(0) = 1 gilt

d-d=a’>>0. (1.15)
Damit kdnnen wir schreiben
a=Vi a (1.16)
Fir den Einheitsvektor haben wir
e-é=1. (1.17)

Ein Vektorraum, in dem ein Skalarprodukt definiert ist, heif3t unitérer Vektorraum.

Einem Produkt von zwei Vektoren kdnnen wir jedoch auch einen Vektor zuordnen. Das Vektor-

produkt (duBeres Produkt, Kreuzprodukt) von zwei Vektoren @ und b fihrt zu einem

\ektor ¢
c=axhb. (1.18)
Der Vektor ¢ hat folgende Eigenschaften:

1. ¢ =absin?d,
wobei ¢ wieder der von @ und Eeingeschlossene Winkel ist. Der Betrag von ¢, also c,
entspricht dem Fldacheninhalt des von @ und Eaufgespannten Parallelogramms.
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(@g

b sin 9

\/

a
2. ¢ steht senkrecht auf der von @ und Eaufgespannten Ebene. @, b und & bilden ein Rechts-

system.

Beispiele in der Physik fiir Grol3en, die durch Vektorprodukte definiert sind, sind

der Drehimpuls L=7x7  mit

dem Impuls p=mv und

das Drehmoment D =7x K  bzw
M=7FxF

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften des Vektorproduktes diskutieren.

I) antikommutativ:

(1.19)

1)
@xb=0 falls 1) aoderb=0 (1.20)

9) b=adja € R

Fir kolineare Vektoren gilt sin® = 0, da ¥ = 0, und somit verschwindet das Kreuzpro-

dukt.
I11) distributiv:
(@+b)xé=axC+bx¢ (1.21)
IV) nicht assoziativ
(1.22)



V) bilinear
(@) xb=ax (ab) = (@ X b) (1.23)

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Basisvektoren ndher beleuchten. Wir stellen den Vek-
tor @ durch den Einheitsvektor €, dar, um Betrag- und Richtungsangabe etwas zu trennen

i=aé, (1.24)

Zwei Vektoren @ und & mit derselben Richtung € heiBBen kolinear. Fir sie lassen sich reelle
Zahlen « # 0, 8 # 0 finden, die die Gleichung

ad—+ b =0 (1.25)

erfillen. @ und & sind linear abhangig. Damit konnen wir umgedreht folgende Definition ver-
einbaren:
n \Vektoren @, ds, ..., dy,, heillen linear unabhédngig, falls die Gleichung

> a;d; =0 (1.26)
j=1
nur durch
Xl = 0o = ... =an=0 (127)

erfullt werden kann. Andernfalls hei3en sie linear abhdngig.
Ferner gilt die Definition: Die Dimension eines Vektorraumes ist gleich der maximalen Anzahl
linear unabhédngiger Vektoren.

In einem d-dimensionalen Vektorraum bildet jede Menge von d linear unabhdngigen Vektoren
eine Basis, d. h. jeder beliebige Vektor dieses Raumes laRt sich als Linearkombination dieser d
\ektoren beschreiben.

Besonders bedeutsam als Basisvektoren sind Einheitsvektoren, die paarweise orthogonal zuein-
ander sind. Man spricht in diesem Fall von einem Orthonormalsystem €; , i = 1, 2, ..., d. Damit
gilt

€ - € = 0y (1.28)
mit dem Kronecker-Symbol
1 fir i
5i; = ure=y (1.29)
0 fur ¢#7.
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Ein Orthonormalsystem, das gleichzeitig Basis des Vektorraumes V' ist, bezeichnet man als

vollstandig. Fur einen beliebigen Vektor @ € V gilt dann

d
d’=2ajé'j .
j=1

(1.30)

Die a; sind die Komponenten des \ektors @ beziiglich der Basis €, ..., €;. Beispielsweise bilden
die kartesischen Basisvektoren €,, €, und €, ein vollstandiges Orthonormalsystem des E5. Die
Komponentenschreibweise erlaubt eine gebrduchliche Darstellung des Vektors als Spaltenvek-

tor:
a1
45
a=
aq
oder als Zeilenvektor:
a= (al, as, ...,ad).

Fur den dreidimensionalen euklidischen Raum kdnnen wir somit explizit schreiben
0 = az€;+ ay€y + a,€, = a1€1 + € + a3€3
3
= 2.4
j=1
oder auch

a= (al, asa, a3) .

(1.31)

Mit dem vollstéandigen Orthonormalsystem konnen wir auch den Betrag eines Vektors auswer-

ten. Es ist

3

a = |a'|=¢a-*=¢ S a6 &)

$,5=1
3 3
_ _ 2 _ /.2 2 2
= Zaiaj‘sij— Zai_ ai +az +az .
ij=1 i=1

Fir die Richtungskosinusse erhalten wir mittels der kartesischen Komponenten a;

— —

a; =€ -d =a cost;
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mit ¥ = (€, a).
Damit folgt sofort
cos s = . (1.34)

Ferner bekommen wir

“_z+“3+“_§:—“%+“3+“§=1. (1.35)

cos? 9, + cos? ¥y + cos? V5 = =+ :
a2 a® a a

Auch das Skalarprodukt 188t sich mit dem vollstandigen Orthonormalsystem leicht auswerten.
Es ist

3 3
@b o= Y& bé

i=1 j=1

3 3

= Z aibj é; . é}' = Z aibj 5ij
ij=1 ij=1
o 3
j=1

Wir studieren jetzt Vektorprodukte mit orthonormalen Basisvektoren, die ein Rechtssystem bil-
den. Es ist

61 X 62 = 63 , (137)
62 X 63 = 61 , (138)
€3 X €] = €y, (1.39)

aber zum Beispiel €; x €, = —e3 und €1 x €1 = 0. Multiplizieren wir den resultierenden Vektor
wieder skalar mit €;, so folgt

1 falls (3,4, k) zyklisch aus (1, 2, 3)
€ - (€5 x &)=< —1 falls(,j, k) antizyklisch aus (1,2,3) » = €y, - (1.40)
0 sonst

eijk 15t das Levi-Civita Symbol oder der sogenannte total antisymetrische Tensor dritter Stufe.
Es ist also

ik = € - (€ X &) . (1.41)

Mit diesem Symbol lassen sich Vektorprodukte der Basisvektoren zusammenfassend formulie-
ren:

3
k=1
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Fir allgemeine Vektorprodukte gilt entsprechend

3 3 3
C=adxb= Z azb](gz X é}) = Z Eijk aibj e, = Z Cr €k (143)
65 k=1

J=1

mit der abklirzenden Schreibweise

1,5,k=1

3
Cp = Z €ijk aibj (144)
i,7=1
oder ausfihrlich
C1 = a2b3 - a3b2, Cop = a3b1 - a1b3, C3 = a1b2 - a2b1. (145)

Das Kreuzprodukt 18Rt sich auch leicht mit Hilfe der Determinantenschreibweise auswerten.

Ein rechteckiges Schema von Zahlen wird Matrix genannt.

Spal
i}

ten

11 Q12

21 Q22

apl ap2

alq

a2q

Qpq

«— Zeilen

Der erste Index des Koeffizienten gibt die Zeile an, der zweite die Spalte. Fir den Fall, dal}
g = p ist, spricht man von einer quadratischen Matrix. Dieser Matrix 1aRt sich ein Zahlenwert
D zuordnen, der Determinante genannt wird. Fir die Dimensionen 1, 2 und 3 l&Rt sich dieser
Wert folgendermalien auswerten

1) det(au) = |all| = a1 ,

2.) det u

21

a1
3) det ao1

31

_ 7]
= a1

32

12

G2

12
22

32

a33

_ | a1
(21

13

23 =

33

— 12

(1.46)
a12
= Q11022 — Q12021 , (1-47)
22
11 Qa2 13
21 Q22 0Ag3
31 dz2 G33
g1 dg3 Gg1 Qg2
+a13
31 dass 31 da32

= a11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31) (1-48)
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Mit Hilfe der Determinantenschreibweise kdnnen wir das Vektorprodukt auch formal auswerten
durch

— — —

€1 € €3
axb = a, Gy Qa3
by by b3

= (agbs — asbe)é — (ai1bs — asby)é + (arbe — agby)es . (1.49)

Dies ist identisch mit dem bereits abgeleiteten Resultat.

1.3 Vektorfunktionen

Wir betrachten nun Vektoren, die eine Abhangigkeit von duReren Parametern aufweisen. Ein
typisches Beispiel hierzu sind Raumkurven. Wir wéhlen im dreidimensionalen euklidischen
Raum ein festes Koordinatensystem. Die Position eines Teilchens, idealisiert durch einen Mas-

senpunkt, legen wir durch den Ortsvektor fest.

Der Ortsvektor kann sich als Funktion der Zeit als auBerer Parameter andern. In einem zeitun-
abhangigen, vollstandigen Orthonormalsystem €; werden die Komponenten des Vektors zeitab-

héngige Funktionen, z. B.
3
T = > 2(t) & = (31(t), 22(8), 25(t)) (1.50)

= (x(t), y(2), 2(2))

Dies nennt man die Trajektorie oder die Bahnkurve des Teilchens.

Ein weiteres Beispiel fiir eine Raumkurve ist die Kreisbewegung in der xz-Ebene.
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Der Kreis habe den Radius R. Eine naheliegene Parametrisierung tiber den Winkel ¢ lautet

7(p) = R(cos ¢, 0, singp) . (1.51)

Wir untersuchen jetzt die Ableitung derartiger vektorwertiger Funktionen. Speziell untersuchen
wir Vektoren @ zu verschiedenen Zeiten ¢ bzw. ¢ + At und bilden den Differenzvektor

AG=a(t+At)—a(t) . (1.52)

at + At)

Dies erlaubt es uns tiber den Grenziibergang Alitm0 zu definieren
_)

da _ . dlt+ At — )

@ AT A (1:53)
T
Vektor
Fir die Zeitableitung schreibt man auch kurz
: da
a(t)=— . 1.54
i =2 (154)
Stellen wir @(t) in einem zeitunabhéngigen Basissystem {¢&;} dar
3
a(t) =3 a;(t)& (1.55)
j=1
so folgt
. dad o
Q= = Zaj(t) € - (1.56)
J



Es gelten die folgenden Ableitungsregeln

ZI@aw] = foae +10ae) (L.57)
;%m@yguﬂ = i) B(r) + () - B(t) (158)
%W@xam = @) x B(t) + @) x B(t) . (159)

Fur die Physik bedeutsame Beispiele sind die Geschwindigkeit
T=7(t) (1.60)
und die Beschleunigung
at)y=v()=7@) . (1.61)

Auch die Integration von vektorwertigen Funktionen 4Rt sich auf die der entsprechenden para-
meterabh@ngigen Komponentenfunktionen tibertragen

/awﬁ=i@/%@ﬁ . (1.62)
to =1
T
Vektor

Wenn die Basisvektoren parameterunabhédngig sind, kdnnen sie vor das Integral gezogen wer-
den. Oft bietet es sich an, die Bogenldnge als Kurvenparameter einzufiihren; diese wollen wir
jetzt einfiihren.

Die Bogenlénge s ist die Lange der Raumkurve ausgehend von einem willkirlich gewahlten
Anfangspunkt.

F(t,)
Wir zerlegen zunéchst das Zeitintervall von £, bis t, in N Zeitintervalle At,,
ty —t, = NAt, . (1.63)
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Fir die einzelnen Markierungen auf der Raumkurve gilt

tn = 1o + n Aty (1.64)
mit
n=0,1,2,.., N
und
o = to
ty = t

Die Zeitmarkierungen entsprechen den Ortsvektoren 7 (t,,). Wenn wir diese linear miteinander
verbinden, so ergibt sich ein Polygonzug der Lange

N-1 B B N-1]|= i — 7,
Ly(tayts) = 3 |7 (tnr1) = Fta)| = ( “it ™ (tn) At, . (1.65)
n=0 n=0 n

Im Limes N — oo entspricht die Lange Ly des Polygonzuges der Bogenldnge s zwischen den
Endpunkten 7 (¢,) und 7 (¢;). Fur N — oo geht aber At,, gegen Null. Damit wird

7(tar1) = 7(tn) N =00, At, =0 dF

— 1.66
At, _ dt |,_, (1.66)
Aus der Summe wird im Riemannschen Sinne ein Integral.
N ta) — (k) Fla7E)|
s(t) = Jlim. ;::0 en At, = / St (1.67)
Schreiben wir fiir ¢, = ¢, so haben wir schlie3lich als Bogenlange
)
/
= . 1.
s(t) / | dt (1.68)
Fiir die differentielle Anderung der Bogenlénge gilt einfach
ds |dF(t)
— = 1.69
dt dt ‘ (169)

Durch die Substitution von ¢ durch s konnen wir eine natiirliche Parametrisierung einer Raum-
kurve erhalten. Betrachten wir nur den infinitesimalen Ausdruck ds, so haben wir offensichtlich

ds = |d7 (t)] . (1.70)



Im euklidischen Raum fiihrt dies bei Verwendung von kartesischen Koordinaten auf

ds = |dF (t)] = \/da? + dy? + dz? . (1.72)
Dies spiegelt einfach nur den Satz von Pythagoras in drei Dimensionen wieder.
Als konkretes Anwendungshbeispiel betrachten wir die Kreisbewegung gleichférmiger Art mit
p=wt . (1.72)

Der Winkel ¢ dndert sich gleichformig mit der Zeit ¢, sofern die Grol3e w konstant als Funktion
der Zeit ist. Damit folgt fiir den Ortsvektor

7(t) = R (cosp, 0, sinp) = R (coswt, 0, sinwt) . (1.73)

Es ergibt sich weiter

= Rw (—sinwt, 0, cos wt) (1.74)

und fir den Betrag

dr

7 = Rw \/Sln wt +cos?wt = Rw . (1.75)

Entsprechend der Definition furr die Bogenlange bekommen wir

dr
s(t) = / d:' dt' = /Rw dt' = Rwt (1.76)
mit der willkdrlichen Festlegung
1o =10
Wir 16sen auf, dies fuhrt auf
#s) = — (1.77)
=55 ,
SchlieRlich bekommen wir die natiirliche Darstellung der Kreisbewegung durch die Bogenlange
7(s)= R (cos =0, sin %) . (1.78)
Nach einem vollen Umlauf muf
S
=2r=wlt=—= 1.79
p=2r=wt=4 (1.79)

sein. Das entspricht der Bogenldnge s = 27 R, also dem Umfang des Kreises.
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1.4 Mechanik des freien Massenpunktes

Unter einem Massenpunkt verstehen wir einen physikalischen Korper mit einer Masse m, aber
mit einer allseitig vernachldssigbaren Ausdehnung. Diese Idealisierung ist nicht auf kleine
Korper beschréankt, sondern kann sogar die Bewegung von Galaxienhaufen umfassen, also die
groRten Himmelskorper Gberhaupt. Als Idealisierung betrachtet man hier z. B. nur die Bewe-
gung des Schwerpunktes oder die des Zentrums.

Wir bezeichnen ferner einen Massenpunkt als frei, wenn er den einwirkenden Kraften ohne
einschrankende Zwangsbedingungen folgen kann. Die Bewegung des Massenpunktes ist cha-
rakterisiert durch den

1. Ortsvektor: 7 (t)
2. Geschwindigkeitsvektor: 7 (¢) = 7 (t) ,
3. Beschleunigungsvektor: @ () = 7 (¢) .
Hohere Zeitableitungen spielen in der Physik keine Rolle.

Die fir die Mechanik typische Aufgabenstellung besteht nun darin, aus einer vorgegebenen Be-
schleunigung @ (¢) = 7 (¢) oder Kraft K = ma die Bahnkurve 7 (t) zu berechnen. Umgekehrt
kann man aus einer vorgegebenen Bahnkurve 7 (¢) auf die Beschleunigung @ () bzw. auf die
wirkende Kraft K = ma schlieRen. Liegt die Beschleunigung vor, so mu man @ (¢) offensicht-
lich zeitlich integrieren, um 7(¢) zu bestimmen. Bei jeder dieser Integrationen erscheint eine
Integrationskonstante, die erst bestimmt wird, wenn wir zusétzlich zu @ (¢) noch zwei Anfangs-
bedingungen vorgeben. Wir nehmen an, wir kennen die Geschwindigkeit ¢ und den Ort 7 des

Teilchens zu einem bestimmten Zeitpunkt £,. Es ist also
a (t) furalle ¢, ¥ (ty), 7 (to)

bekannt. Dann ergibt sich fiir die Geschwindigkeit des Teilchens
t
7(t) = 7 (t) + / gt dt . (1.80)
to

Fur den Ortsvektor erhalten wir durch weitere Zeitintegration

t

7(t) = 7 (to) + 7 (o) (£ — to) +/

to

/ a (t") dt”] dt' (1.81)

to
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In kartesischen Koordinaten wird die Bahnkurve durch die drei zeitabhdngigen Komponenten-
funktionen z,(t), z2(t), z3(t) beschrieben

(1) = (21(t), 2a2(t), 23(1) = >_2;(0) & . (1.82)

j=1
Die Basisvektoren sind zeitunabhdngig und raumfest. Die Geschwindigkeit
3
U(t)=>_%(t)& (1.83)
j=1

ist ein \Vektor, der tangential zur Bahnkurve orientiert ist.

> 1

Beim MeRprozeR zur Festlegung der Geschwindigkeit sollte nicht vergessen werden, daR der
Grenzprozel’ bei der Ableitungsbildung experimentell generell nicht vollzogen wird, sondern
daB die Messung stets in endlichen Zeitintervallen durchgefiihrt wird. Die zeitliche Anderung
der Geschwindigkeit fiihrt auf die Beschleunigung

i) =50 - (184)

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Geraden. Wir kdénnen
die Bewegung beschreiben, ohne auf ein spezielles Koordinatensystem Bezug zu nehmen.
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¢ sei ein Vektor in Richtung der Bewegung, b ein Vektor senkrecht dazu. Fir den Ortsvektor des
Massenpunktes gilt dann

7(t)=b+a)e . (1.85)

a(t) ist ein Koeffizient, der den zeitlichen Verlauf widerspiegelt. Daraus ergeben sich durch
entsprechende Zeitableitungen Geschwindigkeit und Beschleunigung zu

7= at)e , (1.86)
= at)e . (1.87)

ST

Ein weiterer Spezialfall ist die gleichformige geradlinige Bewegung. Es ist die einfachste Be-
wegungsform ohne jegliche Beschleunigung.

at) = 0 (1.88)
v(t) = furallet . (1.89)

Die Bewegung erfolgt also geradlinig in Richtung des Geschwindigkeitsvektors #;. Man nennt
sie gleichformig, weil in gleichen Zeiten gleiche Wegstrecken zuriickgelegt werden.

Als néchstes Beispiel beschranken wir uns auf die gleichférmig beschleunigte Bewegung. Wir
nehmen eine konstante Beschleunigung an

it)=a, . (1.90)

Dieser Fall kommt recht hdufig in der Physik vor und ist daher von mafgeblicher Bedeutung.
Ein Beispiel hierzu ist der freie Fall auf die Erde aufgrund der konstanten Erdbeschleunigung
do = § mit |§] ~ 10 gz

Fur die Zeitintegrale tber die Beschleunigung folgt

/t { /t a(t") dt”] dt! = /t

to to

[ (1 — to)] dt’

Go (t—t)* (191)
Wir erhalten damit als Bahnkurve
F(t) = 7 (to) + 0 (1) (£ = t0) + 50 (¢ — )" (1.92)
Die Geschwindigkeit des Massenpunktes nimmt linear mit der Zeit zu
T(t) =T (o) +a (t —1t0) - (1.93)
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2 Newtonsche Mechanik und der freie Fall

2.1 Grundgesetze der Newtonschen Dynamik

Wir haben uns bereits mit der Bewegung eines Massenpunktes beschéaftigt. Dabei gingen wir
aus von den GrundgrolRen Lange, Zeit und Masse und haben daraus andere GroRRen abgeleitet.
Im Zentrum der Betrachtungen standen dabei die Weg-Zeit-Gesetze. Die Ursache fur diese Be-
wegung, die Kraft, haben wir bislang auRer acht gelassen. Wir werden nun ausgehend von den
GrundgroflRen Gesetze der Dynamik ableiten bzw. diskutieren, die das Grundgeriist der New-
tonschen Mechanik représentieren. Die theoretische Beschreibung muR sich zwangsldufig am
Experiment messen. Erst der Grad der Ubereinstimmung einer theoretischen Formulierung mit
experimentellen Daten erlaubt eine Aussage Uber deren Richtigkeit. Dabei kann streng genom-
men eigentlich niemals von einer echten Verifikation gesprochen werden.

Wir gehen jetzt von der Kraft als vektorieller Grolie aus. Die Kraft wirkt in einer gewissen
Richtung. Kréafte sind im Alltagsverstandnis die Ursache der Bewegung. Wir fiihren jetzt die
aus der Erfahrung erwachsenen Newtonschen Axiome der Mechanik an.

Axiom 1 oder lex prima oder Galileisches Tragheitsgesetz:

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung, wenn er nicht
durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.

Etwas mehr einschréankend schreiben wir: Es gibt Koordinatensysteme, in denen ein kraftefreier
Korper (Massenpunkt) im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewegung
verharrt. Solche Systeme sollen Inertialsysteme heil3en.

Den Tréagheitswiderstand, den ein Korper einer Beschleunigung entgegensetzt, nennen wir Mas-
se, genauer trage Masse. Jeder Korper besitzt eine skalare Eigenschaft, gegeben durch eine
positive reelle Zahl, die wir die trdge Masse m; nennen. Das Produkt aus trager Masse und
Geschwindigkeit eines Teilchens heil3t Impuls:

p=mi . (2.1)

Hierzu gilt das

Axiom 2 oder lex secunda oder das Bewegungsgesetz:

Die Anderung des Impulses ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und ge-
schieht in Richtung der Kraft

F=p=—(m7) . (2.2)
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Falls die Masse nicht zeitabhangig ist, folgt

Dies ist die Grundgleichung der klassischen Mechanik. Oft genug ist aber auch die Masse m;
zeitabhdngig, wie z. B. bei einem fahrenden Auto, das durch Treibstoffverbrauch leichter wird
als Funktion der Zeit. Bisher haben wir nur die Wirkung einer Kraft auf einen Massenpunkt
diskutiert, nicht jedoch die Riickwirkung derselben auf die Kraftquelle. Es gilt das

Axiom 3 oder lex tertia oder das Reaktionsprinzip oder actio = reactio:

Es sei

1312 : Kraft des Korpers 2 auf Korper 1

F5; : Kraft des Korpers 1 auf Korper 2.
Dann gilt

Fip = —Fy
Damit folgt fir m; = constant
M1 a = —MM,2 da - (2.4)

Als Einheitensystem zur Messung der angesprochenen dynamischen Groen verwenden wir im
allgemeinen SI-Einheiten.

[me] = kg

7] =m
7]=7%

@ =3
[F]=N=kggl
7] = kg'¥

Ferner gilt das

Axiom 4 oder Corollarium oder das Superpositionsprinzip.

Wirken auf einen Massenpunkt mehrere Krafte 131, 132, vy 13”, so addieren sich diese wie Vek-
toren zu einer Resultanten oder Resultierenden

ﬁ:i} . (2.5)



Wir flihren etwas allgemeiner das Kraftfeld ein
F=F(, 7 t)
Jedem Punkt des Raumes wird eine im allgemeinen sogar zeitlich veranderliche auf den Mas-

senpunkt wirkende Kraft zugeordnet, die zusatzlich auch noch von der Geschwindigkeit des
Teilchens abhdngen kann.

Des weiteren gehen wir von der empirischen Einsicht aus, das jeder Korper schwer ist. Dies
manifestiert sich in der Schwerkraft

—

F=m.g , (2.6)

die im Schwerefeld der Erde auf einen Massenpunkt wirkt. g ist in der N&he der Erdoberflache
ein nahezu konstanter Vektor, der in Richtung Erdmittelpunkt zeigt. Definiert man diese Rich-
tung als negative z3-Richtung in einem kartesischen Koordinatensystem, so gilt:

g‘: _(07 07 g)
mit der Erdbeschleunigung
m
g = 9.8062 &

Als Gewicht eines Korpers bezeichnet man die Kraft F', die auf diesen an der Erdoberfliche
wirkt.

Die Identitat
Mg =My =M

ist keine Selbstverstandlichkeit. Es konnte im Prinzip ein materialabhangiger Unterschied auf-
treten. Nach der gegenwaértigen Melsituation sind m, und m; gleichwertig. Dies ist auch der
Inhalt des Einsteinschen Aquivalenzprinzips (m, = m;). Dieses Prinzip bildet die Grundlage
der allgemeinen Relativitatstheorie.

Fur Zentralkrafte gilt
F(F)=f(r, i, t)-7 . 2.7)

Diese in der Natur sehr haufig auftretenden Krafttypen zeigen in Richtung des Ortsvektors. Das
Zentrum wird bei ¥ = 0 angenommen. Beispielsweise gilt fur die Gravitationskraft

mM
[0 = v, (28)
Nm?
= 6.672-1071 —— 2.9

wobei die Kraft ausgetbt wird von der Masse M im Koordinatenursprung auf ein Teilchen mit
der Masse m am Ort 7.
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2.2 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Bewegung ist ein relativer Begriff. Die Bewegung eines Korpers kann nur relativ zu einem
Bezugssystem definiert werden. Koordinatensysteme kénnen im Prinzip frei gewahlt werden.
Die natiirlichen Systeme der Mechanik sind die durch Axiom 1 eingefiihrten Inertialsysteme, in
denen sich ein kréaftefreier Massenpunkt mit

7 = const.

auf einer Geraden bewegt. Nicht alle Koordinatensysteme sind auch Inertialsysteme. Wir neh-
men an, es gibt zumindest ein Inertialsystem, z. B. dasjenige, in dem die Fixsterne ruhen. Hier
verbirgt sich die Newtonsche Fiktion vom absoluten Raum.

Als konkretes Anwendungsbeispiel fir die Newtonsche Mechanik wollen wir die Newtonsche
Bewegungsgleichung fiir den Fall des senkrechten Wurfes und des schrdgen Wurfes studieren.
Nach den Newtonschen Axiomen schreiben wir fur den senkrechten Wurf

F=—m,ges=m3é . (2.10)
Wir wollen diese Differentialgleichung mit den Anfangsbedingungen
Z(t=0)=0 (2.11)
und
#(t = 0) = v (2.12)

I6sen. Wir hatten allgemein fur die gleichmaRig beschleunigte Bewegung eines Teilchens ge-
funden

T(t) = U (to) + do(t —to) - (2.13)
Jetzt gilt in unserem Fall o, = 0 und ¥ (ty) = vy €3 SOWie dy = —g €. Damit resultiert
2(t) =vp — gt . (2.14)

Die geforderte Anfangsbedingung ist offensichtlich erfullt. Fiir den Ortsvektor hatten wir als
Bahnkurve erhalten

— — e d 1 P=d
7(t) =7 (to) + 7 (L) (t — to) + 5 o (t—t)? . (2.15)
Mit 7 (to) = (0, 0, 0) fiihrt dies auf

1
z(t) = vt — 59152 : (2.16)
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Selbstverstandlich resultiert dies auch aus (2.14) durch direkte Integration unter Beriicksichti-
gung der Anfangsbedingung. Die Steigzeit ¢ = T beim senkrechten Wurf laRt sich ermitteln,
indem wir berticksichtigen, dal am Umkehrpunkt die Geschwindigkeit null wird

2(T)=0 . (2.17)
Damit bekommen wir aus (2.14)

0=uvy—gT = T=" . (2.18)
g

Setzen wir die Steigzeit in (2.16) ein, so erhalten wir die maximale Steighthe

v 1 v2 v
h=2T)=vn— ——g-2 =0 2.19
Z( ) /UO g 2 gQ 2g ( )

Aus der Gleichung (2.14) folgt

p=0"" (2.20)
g
Dies erlaubt es die Koordinate z als Funktion der Geschwindigkeit anzugeben
1 5 wlv—v) 1 (vg—v)?
z = vot—ggt :79 —59492
_ 2v§—2vov—v§—v2+2vov208—02 . (2.21)
29 29
Mit h = 99 ergibt sich
2
r=h—— . (2.22)
29
Dies konnen wir umkehren und nach v aufldsen
v(z) =4/29(h—2) . (2.23)

Als weiteres einfaches Problem der Newtonschen Mechanik behandeln wir jetzt den schrégen
Wurf.

Die Anfangsgeschwindigkeit hat hier im Gegensatz zum senkrechten Wurf zwei Komponenten
(in € und €3-Richtung). Als Anfangsbedingung legen wir fest: Zum Zeitpunkt
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wCDl

und
F(t=0)=0) = vy (cos @ +sinad) . (2.24)

« bezeichnet den Abwurfwinkel. Wieder gilt nach Newton

&7 S
mﬁ = —mges
oder
dv .
i —g€s . (2.25)
Wir integrieren diese Gleichung und erhalten
T(t)=—gtés+c . (2.26)

Aus den Anfangsbedingungen ergibt sich fir ¢;
_’1 = _’0 = ’U()(COS (0% 62 + sin aé},) . (227)
Somit folgt zusammengefalt

T (t) = (vosina — gt)@3 + vpcos wéy . (2.28)

Die Steigzeit T" erhalten wir wieder, indem wir die senkrechte Komponente der Geschwindigkeit
null setzen, also

é-v(T)=0 . (2.29)
Man erhalt sofort
7= S;n“ . (2.30)

Der Weg als Funktion der Zeit ergibt sich durch Integration der Gleichung (2.28)
1
7(t) = (votsina — §gt2) €3 + vpt cosa €y . (2.31)
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Da 7 (t = 0) = 0 ist, muB auch die Integrationskonstante gleich Null sein.

Die Form der Bewegungskurve ergibt sich, wenn wir die Bewegung hinsichtlich der Kompo-
nenten z(¢) und y(t) aufspalten und dann die Zeit eliminieren, um einen Zusammenhang z(y)

abzuleiten. Es ist
Yy = vy cos

und somit

Yy
Vg COS (¢

t=

Fir die z-Komponente gilt
. L,
zZ = vgltsina — Egt

Wir setzen ¢ ein und bekommen

. 1 Yy
z = 1 sina— - g —5———
Vg COS ¢ 27 vgcos* o
1 g
_ - s 2
B 2v§cos2ay +lanoy

2

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Diese Gleichung ist eine Parabelgleichung der Form —Ay? + By = z, also eine nach unten

geoffnete Parabel in der y — z-Ebene.

\%/_J‘y

Die Wurfzeit £, die verstreicht, bis der Korper den Boden wieder erreicht, erhélt man aus der

Bedingung z(t) = 0 furr ¢ # 0. Es ist dann
. L 5
Volo Sin o — 59150 =0
und somit

Yun i
fy = Vg Sin o _ o7
g
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Die Wurfzeit ist die doppelte Steigzeit, somit ist die Kurve der Wurfbewegung symmetrisch.
Die Wurfweite [ ergibt sich durch Einsetzen der Wurfzeit 27" in y(t) (2.32)

2

2
[ =2Tvycosx = N sina cosar . (2.38)
g

Unter Ausnutzung der trigonometrischen Relation

sin 2 = 2sin @ cos « (2.39)
kdnnen wir auch schreiben
l:vgsin2a . (2.40)
g

Hieraus ist sofort zu verstehen, dal} sich eine maximale Wurfweite bei konstantem v fir den
Wurfwinkel oo = 45° ergibt, denn fir sin 2cc = 1 ist o« = 45°.

2.3 Reibung

Bislang sind wir von der idealisierenden Annahme einer Bewegung ohne jegliche Reibung aus-
gegangen. Jeder bewegte makroskopische Korper wird durch Wechselwirkung mit seiner Um-
gebung gebremst. Auch beim schragen Wurf wird die Luftreibung die Bewegung modifizieren.
Es treten also bei der Bewegung Reibungskréfte auf, die der Bewegungsrichtung entgegenge-
setzt sind. Jeder weil aufgrund der Alltagserfahrung, dal® durch Reibung Warme entsteht. Damit
verlassen wir eigentlich den Rahmen der Mechanik und miiBten auch thermodynamische Geset-
ze behandeln. Ferner miif3ten wir auch innere Freiheitsgrade des Korpers in Rechnung stellen.
Dennoch wollen wir uns im Rahmen dieser Vorlesung allein auf die Konsequenzen der Reibung
im Rahmen der Mechanik beschranken. In zdéhen Medien gilt als empirischer Sachverhalt in
sehr guter Naherung der Ansatz

Fr=—a()? . (2.41)
a(v) mul dabei empirisch bestimmt werden. Spezielle Formen sind folgende Ansétze
1. Stokessche Reibung
Fr=—at . (2.42)

Hier ist der Koeffizient a(v) konstant. Fir die Brauchbarkeit dieses Ansatzes muf die
Geschwindigkeit des sich bewegenden Korpers eine gewisse, vom reibenden Material
abhédngige Grenzgeschwindigkeit Uiberschreiten.
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Anhang A: Waagerechter Wurf und Vektoren
2.1.Der waagerechte Wurf in vektorieller Dar stellung
2.1.1. Elementare Dar stellung der Bewegungsgesetze
Der waagerechte Wurf einer Kugel (Massenpunkt) im Labor folgt zeitlich der dargestellten
Bahnkurve. Die Orts- oder Bahnkurve wird dargestellt im zweidimensionalen Ortsraum (Konfi-

gurationsraum), aufgespannt durch ein rechtwinkliges, orthogonales Koordinatensystem (x-y-
System) .

\ @ Stroboskopaufnahme einer
® E : E : : i gleichférmige gradlinige
s § § § | | § horizontalen Bewegung
: : : | ; | x(t)=v,t=1m/s -t
®- o \ 1 +
5 : : : @ Stroboskopaufnahme einer
§ | : § gleichméRig beschleunig-
E E : : g ! ten vertikalen Bewegung
® ! 5 E \ E E y(t):yo—g-tzz10m—&m/sz-t2
s 5 5 : ; i 2 2
e oot N =
5 @ \ O Stroboskopaufnahme eines
& i 5 E : : waagerechten Wurfes im
§ | | ; Schwerefeld der Erde
| ; ; 5 | ; (negative y-Richtung
2 \ y(t)=y,~ gz-x2:10—5-x2
E | E E ; | 2vy

1 ! ! ! | ! |
o \Q[m]

‘ 0 0.2 04 0,60 0,80 1,00 1,20 149 o
1 f f \ f \ (.
t[s]

Abb. 2.1.1: Die Bewegung eciner waagerecht abgeschossenen Kugel wird mit einer Stroboskopkamera
aufgenommen. Im zeitlichen Abstand von 0,2 Sekunden erfolgt das An- und Abschalten eines Lichtblitzes.
Die Positionen dieser Momentaufnahmen, bezogen auf ein Koordinatensystem, markieren die Spur der die
Kugel in Raum (Ebene) und Zeit (Stroboskoppunkte) folgt. Der Kurvenverlauf kann durch ein Uberlagerung
einer gleichformigen Bewegung in x-Richtung und einer gleichmdflig beschleunigten Bewegung in negativer
y-Richtung mathematisch ermittelt und geometrisch dargestellt werden. Der zeitliche Verlauf einer (nur)
vertikalen gleichmdfligen beschleunigten Bewegung (linke Strobuskopaufnahme) stimmt mit der vertikalen
Komponente der Wurfkurve iiberein. Daraus folgt: Die beiden Bewegungen sind unabhdngig voneinander.

Die Unabhangigkeit der beiden Bewegungen erlaubt die getrennte Berechnung der zeitlichen und
raumlichen Entwicklung der x-Komponente der Geschwindigkeit aus der gleichférmigen Horizon-
talbewegung x(t) und die y-Komponente aus der vertikalen beschleunigten Bewegung y(t) des
Massenpunktes.

x(t)=v -t = 1m/s -t

X
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Anhang A: Waagerechter Wurf und Vektoren

y(t)zyo—%-t2 = 10m—5m/s*t’
Aus den Zeit-Weg-Funktionen x(t) und y(t) wird jede Geschwindigkeitskomponenten durch

Differentiation einzeln ermittelt zu
Ax(t) dx(t)

V)= lim =TT XY
. Ay(t) _dy(t) _.
Vy( ) Atlin() At dt y=F

Geschwindigkeit v [m/s]

0.0 0.5 1.0 )
= 2 ; 50 ¢
=S
E 3 %
3 o %\ka\leruog 25T
yud =
5 :
3}
g 0
. 0 f 0.0- @
0.0 0.2 04 O
Ort x[m]
Ll
o X |m
a o2z oa 1] (1) i i2 1 > [ ]
| | | \ | \ |
\ \ \ i \ i i -
0.2 0.4 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 t [S]

Abb. 2.1.2: Fiir den Zeitpunkt t1=0,2S ergeben sich eine horizontale konstante Geschwindigkeit
vx(t)=vx=1m/s und eine linear verinderliche vertikale Geschwindigkeit vy(t)= -gti= -2m/s. Die Geschwin-
digkeitsvektoren geben im Ortsdiagramm die zum Zeitpunkt gehérende momentane Richtung an. Da die
Geschwindigkeitsvektoren eine andere Mafeinheit als der Weg (Ort) Vektoren haben, miissen ihre Lingen
nach einer eigenen Skalierung/Mafeinheit im gleichen Mafstabsverhdlinis (x/v) berechnet werden. Wir
haben jetzt zwei Ubereinander liegende Koordinatensysteme das eine fiir die Ortsentwicklung der
Bewegung, die Spur y(x) und das andere fiir die Geschwindigkeitsentwicklung der Bewegung.
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Anhang A: Waagerechter Wurf und Vektoren

gleichzeitig iiberlagernden Gesamtbewegung und bedarf keiner zusitzlichen Mathematik.

Im folgenden wird jedoch ein weiterer mathematischer Kallkiill verwendet, die Vektoranalysis
(Vektorrechnung). Sie erlaubt eine verkiirzte Schreibweise der Bewegungsgleichungen von
mehreren sich iiberlagernden Einzelbewegungen. In dieser Schreibweise ist das Unabhéngigkeits-
prinzip von Bewegungen quasi per Definitionem eingebaut und erlaubt die Regeln der Differential-
rechnung der Analysis anzuwenden.

2.1.2. Darstellung der Bewegungsgesetze mit Hilfe des Vektorkalkll

Die Ort-Zeit-Funktion wird in der zweidimensionalen Ebene (z.B. waagerechter Wurf) durch die
Vektorfunktion beschrieben.
f:;(t):(X(t))

Die Zeit als Parameter. Jedem Ortspunkt {x(t) | y(t)} wird ein Zeitpunkt t zugeordnet. Dargestellt
wird die Ortskurve (z.B. Spur einer waagerecht geworfene Kugel im Schwerefeld) in der
zweidimensionalen Ebene. Die zeitliche Abhéngigkeit wird durch Zeitmarken (sogen.
Stroboskoppunkte) auf der Spur des Ortskurvenverlaufs dargestellt.

Beispiel:
Ortskurvenverlauf beim waagerechten Wurf (Ausschnitt).
Zwei Zeitmarken P1(0,2 | 9,8) und P2(0,4 | 9,2) sind eingetragen.
Die Komponenten der Vektorfunktion x(t), y(t) sind gegeben durch:

x(t)=v,t gleichformig gradlinige Bewegung
y(t)=y,—g-t gleichmiaBig beschleunigte Bewegung

Die Vektorfunktion lautet:

Fiir drei konkrete Zeitpunkte t1=0,2 s ; t2=0,4s ; t3=0,6 s

- 0,2m > 0,4m - 0,6 m
t, )= s . t, )= s . t,)= s
Fu=(02m) o Fa=(0am) s Fw=(05m)

Die zu den drei Zeitpunkten gehorenden Vektoren F(t;) nennt man,Ortsvektoren®.
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Anhang A: Waagerechter Wurf und Vektoren

4 y [m]
== Gerade im Raum I,=F,+ A-AT
Ll Ortspunkt
P,(0,2]9,8)
A Zeitpunkt t,
Stroboskop
87
i |
e Verschiebbarer
' - Differenzvektor
g3 Ortsvektor, I, =T (t,) - Ar=r,-r,
83
82| 2
Ortspunl{t
81 Ortsvektor f;:?(t2) . P,(0,4] %,2)
Ortspunk ! 1
P10 0.1 0.2 0.3 0.4 ¢
29
0.1 0.2 0.3 0.4
- At >

Abb 2.1.3.: Die Ortsvektorenbeginnen im Nullpunkt eines festgelegten Koordinatensystems und zeigen auf
den Koordinatenpunkt der Spur (hier P1(0,219,8) und P2(0,4|9,2))Der verschiebbare Differenzvektor
ergibt sich aus der Subtraktion zweier Ortsvektoren und beschreibt die Richtung und den Abstand zweier
Punkte auf der Spur der Kurve im Raum. Eine entsprechende Parameter-darstellung des Differenzvektors
beschreibt eine Gerade im Raum.

Die gerichtete Grofle kann zur Approximation des Kurvenverlaufes genutzt werden und durch
Bezug auf die Zeiteinheit als vektorielle Grofie der Geschwindigkeit (Dur chschnitt-
geschwindigkeit) definiert werden.

gy

Wie kommen wir jetzt von der Durchschnittsgeschwindigkeit zur Momentangeschwindigkeit in
vektorieller Schreibweise?
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Anhang A: Waagerechter Wurf und Vektoren

Ein heuristischer Ansatz:

Es wird zuriickgegriffen auf die eingefiihrte Definition fiir die eindimensionalen Momentange-
schwindigkeit (gerader Strecke). Sie ist festgelegt durch einen Differentiationsprozess der Zeit-Ort-
Funktion x(t) einer gradlinigen Bewegung.

. Ax(t)
t)=lim ———=
vit)=lim =1

Mit der abkiirzenden Schreibweise

:dx(t)

viO==4

=x(t)

Diese ,,eindimensionale” M omentangeschwindigkeit wird iibertragen auf die Vektorfunktion. Da
die Komponenten x(t), y(t) in der Vektorfunktion unabhédngig voneinander sind, kann der
Differentiationsprozess auf die Vektorfunktion als Ganze angewendet werden, indem die
Komponenten einzeln dem obigen Differentiationprozess unterworfen werden.

lim Ax(t)
a0 AL a0 At a0 Aty (1)) | AY(Y)
a—o At

Mit der abkiirzenden Schreibweise

dx (t)
0=yt o
dt

Fir die beiden Bewegungstypen (gleichformige gradlinige Bewegung und gleichmiBig
beschleunigte Bewegung) ergibt sich die Vektorfunktion fiir die Geschwindigkeit als zeitliche
Ableitung der Einzelkomponenten aus:

=[G

EAHHR N

Fiir die beiden Zeitpunkte t1 und t2 ergeben die Geschwindigkeiten:
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Anhang A: Waagerechter Wurf und Vektoren

?(t1=0,2s):(té$§z) ; ?(t2:0,4s):(jﬁjz)

Die Darstellung des Geschwindigkeitsvektors erfolgt im Ortsdiagramm, da die Richtung einer
physikalischen Grofle eine oOrtliche Kathegorie ist. Fiir die Liange des Geschwindigkeitsvektors
muss eine neue Skalierung im Diagramm angebracht werden. Diese Skalierung muf3 das gleiche
Mal3stabsverhéltnis y/x wie die Ortsvektoren aufweisen.

4 y [m]
_1o]
99
Zeitpunkt t,
. Stroboskop
L] Ortspunkt
] P,02]98)
a7
ELY
95
> _ =02
fi=F(t)=(07)
93]
8z
Ortspunkt | _t:(+;)§ At=t,—t,
P.(0,4]9,2) -
ERE - = _ 0,4 2 !
Orgpunkt r2_r(t2)_(9 2)
/0]0) 7 x [m]
] j .
0.1 0.2 0.3 0.4
: ; ‘:t [s]
&g | :
0.1 0.2 0.3 0.4
- — At=t-t,

Abb.2.1.4: Darstellung des Geschwindigkeitsvektors im Ortsdiagramm. Interval- und Momentangeschwin-
digkeit. Der Differetiations- oder Ubergangsprozess ist geometrisch angedeutet durch stetige Halbierung
des Zeitintervalls At.

Die Geschwindigkeit dr/dt ist ein Schnelligkeit, mit der eine riumliche Distanz durchlaufen
(verindert) wird (z.B. ein Liufer 1duft 10 Sekunden auf 100 Meter). Der Quotient d7/dt ist quasi
eine ,,Rate* , mit der eine Distanz (Lédnge) vermehrt oder verringert, d.h. verdndert wird. Das ist
aber nur die ,,halbe Wahrheit“. Die Anderung der Richtung ist ebenfalls in der Zeit anzugeben.

d7/dt steht fiir einen vektoriellen Differentiationsprozess und bedeutet physikalisch der
Ubergang von der Intervallgeschwindigkeit (Durchschnittsgeschwindigkeit) zur vektoriellen
Momentangeschwindigkeit. Geometrisch bedeutet er Ubergang von der Sekantensteigung, einer
Verbindung zweier Punkte (hier: P1(0,2|9,8) und P2(0,4/9,2)) zur Tangentensteigung in einem Punkt
(hier: P1(0,2|9,8)).
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Anhang A: Waagerechter Wurf und Vektoren

Dieser Ubergangsprozess findet sowohl rdumlich als auch zeitlich auf der Bahnkurve statt
( AT—>0 und At—0 ). Die Zeitpunkte sind quasi die Wahrnehmungspunkte, gleichsam Ereig-
nissen mit der Stroboskopkamera festgehalten, auf der Bahnkurve. Somit ergibt sich fiir den
Quotienten dTr/dt einen endlichen Vektorwert ( d T/ dt=0 ). Die Tangente an einem Ortspunkt
gibt die momentane Richtung der momentanen Geschwindigkeit an und der Betrag des Vektors die
GroBe der Geschwindigkeit.
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Anhang B: Schriger Wurf

Aufgabe:
Bestimmen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung die Bahnkurve T(t) aus der gegebenen Anfangs-

geschwindigkeit V, und der wirkenden Gravitationskraft.

Anleitung: Gehen Sie von der Vektorfunktion (Beschleunigung) a(t) aus (2. Newtonsche Axiom)
und nutzen Sie die Integration fiir jede Komponente einzeln.

Anhang C: Gleichféormige Kreishewegung

Aufgabe:
Bestimmen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung die Bahnkurve T(t) aus der gegebenen Kreisbahn-

geschwindigkeit Vv, und der wirkenden Zentralkraft.

Anleitung: Gehen Sie von der Vektorfunktion (Beschleunigung) a(t) fiir die gleichformige
Kreisbewegung aus und nutzen Sie die Integration fiir jede Komponente einzeln (Siehe Seite 18).
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